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（1994）と Cai（1994）は，構造変化を捉えるために ARCH モデルの定式化にマルコフ過程に従う
状態変数を含めたマルコフ・スイッチング ARCH（MS-ARCH）モデルを提案した．さらに，Gray
（1996）は ARCH モデルではなく GARCH モデルにおいて構造変化を含めたマルコフ・スイッチ
ング GARCH（MS-GARCH）モデルを提案している．GARCH（１,１）モデルは ARCH（∞）モ
デルに対応していることから，オプション価格の実証分析に用いるボラティリティ変動モデルとし

















t tR µ ε= + , （１）
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[ ] ( ), 0, . . ., 0, 1,t t t t t t tz z i i d E z Var zε σ σ= > = =∼ （２）
2 2 2
1 1 2t t tt s s t s t t
E Iσ ω α ε β σ− − −⎡ ⎤= + + | ,⎣ ⎦ （３）
( )0 11ts t ts sω ω ω= − + , （４）
( )0 11ts t ts sα α α= − + , （５）
( )0 11ts t ts sβ β β= − + . （６）
（１）式の定数項 µ は期待収益率， tε は誤差項であり，収益率に自己相関は無いと仮定する．
（３）式の 2tI − は 2t − 時点までの情報集合，つまり， ( )2 2 3,t t tI R R− − −= ,… である．（４）式，
（５）式，（６）式の ts はマルコフ過程に従う状態変数であり，その推移確率は[ ] [ ]1 1Pr 1 1 Pr 0 0t t t ts s p s s q− −= | = = , = | = = （７）
とする．ただし， [ ]1Pr t ts j s i−= | = は状態 i から状態 j に推移する確率である． 0ts = のとき
のボラティリティを 20tσ ， 1ts = のときのボラティリティを 21tσ とすると，ボラティリティ 2tσ は
それぞれ 2 2 20 0 0 1 0 1 2t t t tE Iσ ω α ε β σ− − −⎡ ⎤= + + |⎣ ⎦ ， 2 2 21 1 1 1 1 1 2t t t tE Iσ ω α ε β σ− − −⎡ ⎤= + + |⎣ ⎦ とな
る．
誤差項が正規分布に従う場合，（２）式における tz は
( )0,1tz N∼ （８）
となる．また，本稿では t 分布のケースも考える．
( )0,1,tz t ν .∼ （９）
ただし，ν は自由度である．
（３）式の右辺第３項の１期前のボラティリティは 2 1tσ − ではなく， 2t − 時点までの情報集合
2tI − を条件とした条件付き期待値
2
1 2t tE Iσ − −⎡ ⎤|⎣ ⎦となっている．仮に，マルコフ・スイッチング
に従う状態変数を GARCH モデルに直接導入すると，（３）式は
2 2 2
1 1t t tt s s t s t
σ ω α ε β σ− −= + +
となる．この式を変形して，過去のボラティリティを逐次的に代入すると，
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( )1 1 1
1 1 2 1 2 1
1 1 2 1 2 1
1 1
2 2 2 2
1 2 2
2 2 2 2
1 2 3 0
2
0
t t t t t t
t t t t t t t t
t t t t t t t t
t t
t s s t s s s t s t
s s s s s s s s s s
s t s s t s s s t s s s s
s s s
σ ω α ε β ω α ε β σ
ω β ω β β ω β β β ω
α ε β α ε β β α ε β β β α ε
β β β σ
− − −
− − − −




= + + + +
= + + + +






となり，このモデルではボラティリティ 2tσ は t 時点の状態変数 ts だけでなく， t 時点までの全て
の状態変数 ( )1 1, , ,t ts s s− … に依存してしまうため，最尤法で推定することができない．そこで，
Gray（1996）のモデルでは（３）式のように１期前のボラティリティ 2 1tσ − を 2 1 2t tE Iσ − −⎡ ⎤|⎣ ⎦と置
き換えている．この条件付き期待値は， [ ]1 2Pr 0 |t ts I− −= の確率で 20, 1tσ − ， [ ]1 2Pr 1|t ts I− −=
の確率で 21, 1tσ − の値をとることから次式のように計算される．
[ ] [ ]2 2 21 2 0, 1 1 2 1, 1 1 2Pr 0 | Pr 1| .t t t t t t t tE I s I s Iσ σ σ− − − − − − − −⎡ ⎤| = = + =⎣ ⎦
よって， 2tσ は t 時点の状態変数 ts のみにしか依存しなくなるので，最尤法での推定が可能になる．
詳しい推定法は第３節で説明する．
２．２．投資家の危険中立性と収益率の定式化











ン評価を考える．このとき，期待収益率µ は安全資産の金利に等しくなり，安全資産の金利を r ，
誤差項を tε とすると，（１）式の収益率 tR は
t tR r ε= + （11）
となる．なぜなら， 1t − 時点までの情報 1tI − が与えられた条件のもとで（11）式の期待値は[ ]1|t tE R I r− = であり， tR は（10）式のように定義されているので代入して書き換えると











S SE I r
S





⎡ ⎤− =⎢ ⎥⎣ ⎦
= +









R r σ ε′= − + （12）
と定式化される．ただし， r′は連続複利方式の金利であり（11）式の r とは異なる1．（11）式と
比べると，右辺の第２項に ( ) 21/ 2 tσ− という項が追加されていることが分かる． tz が標準正規
分布に従うとき， 1t − 時点までの情報 1tI − が与えられた条件のもとで収益率 tR は
[ ] ( )2 21 11| , |2t t t t t tE R I r Var R Iσ σ− −′= − =
という期待値と分散をもつ正規分布に従う． ln tS について書き換えると
2 2
1 1
1ln | ln ,
2t t t t t
S I N S r σ σ− −⎛ ⎞′+ −⎜ ⎟⎝ ⎠∼
となる．したがって， tS は条件付き期待値が
( ) 2 21 1
1
1 1| exp ln
2 2t t t t t
r
t















                                
1 r と連続複利方式の金利 r′の間には， ( )ln 1r r′ = + という関係が成立する．
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この節では，最尤法による MS-GARCH モデルの推定法を解説する．モデルのパラメータをまと
めてθ とする．θ は誤差項が正規分布に従うときは ( )0 1 0 1 0 1, , , , , , ,p qθ ω ω α α β β= ， t 分布
の場合は自由度ν が追加されて ( )0 1 0 1 0 1, , , , , , , ,p qθ ω ω α α β β ν= となる．マルコフ・スイッ
チング・モデルでは，尤度関数 ( )L θ は次のようになる．
( ) ( )
( )
( )










, , , |
| ;
, | ;











t t t t t
st
L f R R R
f R I
f R s I



















状態変数 ts は観測できないため， tR の周辺密度 ( )1| ;t tf R I θ− は tR と ts の同時分布( )1, | ;t t tf R s I θ− を ts について足し合わせて求めることになる．対数尤度関数は
( ) ( ) ( )1 1 1
1 0
ln ln | , ; | ;
t
T
t t t t t
t s
L f R s I f s Iθ θ θ− −
= =
⎧ ⎫⎪ ⎪= ⎨ ⎬⎪ ⎪⎩ ⎭∑ ∑ （13）
となる．誤差項の tz が正規分布に従うとき，中括弧{}の中は次のようになる．
( ) ( ) ( ) [ ]







1| , ; | ; exp Pr 0 |
22


















⎧ ⎫−⎪ ⎪= × =⎨ ⎬⎪ ⎪⎩ ⎭
⎧ ⎫−⎪ ⎪+ × =⎨ ⎬⎪ ⎪⎩ ⎭
∑
（14）
ただし，右辺のボラティリティ 20tσ ， 21tσ はそれぞれ 2 2 20 0 0 1 0 1 2t t t tE Iσ ω α ε β σ− − −⎡ ⎤= + + |⎣ ⎦ ，
2 2 2
1 1 1 1 1 1 2t t t tE Iσ ω α ε β σ− − −⎡ ⎤= + + |⎣ ⎦である． [ ]1Pr 0 |t ts I −= と [ ]1Pr 1|t ts I −= は， 1t − 時
点までの情報 1tI − が与えられたもとで ts のとる確率であり，計算方法は３．２節で説明する．誤
差項の tz が t 分布に従うときは，（13）式の中括弧{}の中は
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⎛ ⎞Γ + −⎜ ⎟= + − × =⎜ ⎟−⎝ ⎠Γ





（14）式，（15）式の [ ]1Pr 0 |t ts I −= と [ ]1Pr 1|t ts I −= は，Hamilton（1989）の提案した
フィルタリング手法（ハミルトン・フィルタ）によって求める．以下では， 0,1i = ， 0,1j = は，
それぞれ 1t − 時点， t 時点の状態を表すことにする． t 時点までの情報 tI が与えられたときに
ts j= となる確率，つまり， [ ]Pr |t ts j I= を求めるには，まず， [ ]1 1Pr |t ts i I− −= が与えら
れたとして，次式より [ ]1Pr |t ts j I −= を計算する．
[ ] [ ]







Pr | Pr , |
Pr | Pr | .
t t t t t
i
t t t t
i
s j I s j s i I





= = = =




ただし， [ ]1Pr |t ts j s i−= = は（７）式で与えられる推移確率である．次に， t 時点のデータ tR
を追加すると，
[ ] [ ] ( )( )
( ) [ ]








Pr | Pr | ,
|
| , Pr |
| , Pr |
t t t
t t t t t
t t
t t t t t
t t t t tj
f s j R I
s j I s j I R
f R I
f R s j I s j I






== = = =
= == = =∑
（17）
となり，この式から [ ]Pr |t ts j I= を求める．ただし， ( )1,t t tI I R−= である．以上の２つの式，
（16）式と（17）式を繰り返すことによって， 1,2, ,t T= … について [ ]1Pr |t ts j I −= を計算し，

















−= = = − −





の期待値を安全資産の金利 r で割り引いた割引現在価値となる．すなわち，T τ+ 時点が満期で
権利行使価格 K のコール・オプションのT 時点の価格を TC ，プット・オプションの価格を TP と
すると，
( ) ( )1 ,0 ,T TC r E Max S Kτ τ− +⎡ ⎤= + −⎣ ⎦ （18）
( ) ( )1 ,0T TP r E Max K Sτ τ− +⎡ ⎤= + −⎣ ⎦ （19）
と表される．ここで， TS τ+ はオプションの満期の原資産価格である．MS-GARCH モデルの場合，
右辺の期待値を解析的に求めることができないので，モンテカルロ・シミュレーションによって評
価する．シミュレーションを n 回行い， n 個の満期の原資産価格 TS τ+ を得られたとして，これら
を ( ) ( ) ( )( )1 2, , , nT T TS S Sτ τ τ+ + +… とする．ただし， ( )iTS τ+ は i 回目のパスの発生によって得られた満期の
原資産価格である． n が十分に大きいとき，大数の法則より（18）式，（19）式の期待値はそれぞ
れ以下の式によって評価できる．







E Max S K Max S K
nτ τ+ +=
⎡ ⎤− ≈ −⎣ ⎦ ∑ （20）







E Max K S Max K S
nτ τ+ +=
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[１] 標本{ }1 2, , , TR R R… を使って，MS-GARCH モデルの未知パラメータを最尤推定する．
[２] 互いに独立な標準正規分布から{ }( ) ( ) ( )1 2 1, , , ni i iT T T iz z z τ+ + + =… をサンプリングする．
[３] 互いに独立な標準一様分布から{ }( ) ( ) ( )1 2 1, , , ni i iT T T iu u u τ+ + + =… をサンプリングする．
[４] 手順[３]の一様乱数と最尤法で推定された推移確率 p ，q を使って，マルコフ過程に従う状
態変数{ }( ) ( ) ( )1 2 1, , , ni i iT T T is s s τ+ + + =… を求める．
[５] 手順[２]，[４]の値を MS-GARCH モデルに代入して，{ }( ) ( ) ( )1 2 1, , , ni i iT T T iR R R τ+ + + =… を計算す
る．
[６] 次の式を使ってオプションの満期T τ+ 時点における原資産価格 ( ) ( ) ( )( )1 2, , , nT T TS S Sτ τ τ+ + +… を
求める．
( ) ( )( )
1
1 , 1, 2, , .i iT T T s
s




= + =∏ … （22）
[７] 次の式からコール・オプションの価格 TC ，プット・オプションの価格 TP をそれぞれ計算す
る．














≈ + −∑ （23）














≈ + −∑ （24）




のであるが，出発点である 1T + 時点の状態変数 1Ts + に関してはこの方法が適用できない．なぜ
ならば，手順[１]においてパラメータの最尤推定を行ってもオプションの評価時点であるT 時点
の状態変数 Ts の値は依然として未知であり，既知でなければ一様乱数と推移確率から状態変数
1Ts + を求めることはできないからである．したがって， 1Ts + についてはハミルトン・フィルタで
得られたT 時点の確率 [ ]Pr |T Ts i I= と推移確率 [ ]1Pr |T Ts j s i+ = = を使って
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[ ] [ ] [ ]11 1
0
Pr | Pr | Pr |T T T T T T
i
s j I s j s i s i I+ +
=







[２]において標準正規分布から{ }( ) ( ) ( )1 2 1, , , ni i iT T T iz z z τ+ + + =… がサンプリングされたとすると，それに
マイナスをつけた値{ }( ) ( ) ( )1 2 1, , , ni i iT T T iz z z τ+ + + =− − −… を作成して乱数に加える．手順[３]でも同様に，
標準一様分布から{ }( ) ( ) ( )1 2 1, , , ni i iT T T iu u u τ+ + + =… をサンプリングしたら，1から一様乱数を引いた値
{ }( ) ( ) ( )1 2 11 ,1 , ,1 ni i iT T T iu u u τ+ + + =− − −… を追加する．したがって，手順[４]以降のシミュレーション
の回数は 2n となる．このような2種類の乱数系列を用いて計算される満期の原資産価格，すなわ














BS モデルでは，原資産価格 S は次の幾何ブラウン運動に従うと仮定している．
.dS Sdt SdWµ σ= +
ただし， µ は期待収益率， dt は無限小の時間間隔，σ は標準偏差， dW は標準ブラウン運動の
無限小増分である．このとき，伊藤の公式から原資産価格の自然対数 ln S は
21ln
2
d S dt dWµ σ σ⎛ ⎞= − +⎜ ⎟⎝ ⎠
となり， ln S は算術ブラウン運動に従う．ここで，オプション価格の評価時点であるT 時点の原
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資産価格を TS ，満期のT τ+ 時点の原資産価格を TS τ+ とすると，それぞれの自然対数の差であ
る ln lnT TS Sτ+ − は次のような正規分布に従う．
2 21ln ln , .
2T T
S S Nτ µ σ τ σ τ+ ⎛ ⎞⎛ ⎞− −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠∼
本稿では投資家の危険中立性を仮定しているので， µ は連続複利方式の安全資産の金利 r′に等し


















と定式化することができる．また， ln lnT TS Sτ+ − は以下のように書き換えることができる．
( ) ( ) ( )1 1 2 1
1 1
ln ln ln ln ln ln ln ln
.
T T T T T T T T
T T T
S S S S S S S S
R R R
τ τ τ τ τ
τ τ
+ + + − + − + − +
+ + − +
− = − + − + + −




したがって， i 回目のパスの発生によって得られた満期の原資産価格 ( )iTS τ+ は（25）式，（26）式よ
り次式のように表現できる．
( ) ( ) ( ) ( )( )










1exp , 1,2, , .
2
i i i i
T T T T T
i i i





S S R R R
S r r r




σ ε σ ε σ ε
τ σ τ σ
+ + + − +
+ + − +
+
= +
= + + +
⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′ ′= − + + − + + + − +⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭














= −− ∑ （28）
で計算される．ただし， R は20日間の平均値である．シミュレーションを行うと同時に，BS 公式
からオプション価格の解析解も計算する2．MS-GARCH モデルからシミュレーションで計算された
                                
2 BS 公式のコール，プットのオプション価格はそれぞれ，
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満期T τ+ 時点における原資産価格を ( )iMS GARCHS − ，BS モデルからシミュレーションで計算され
た満期における原資産価格を ( )iBSS とする．さらに，それぞれのモデルで計算されたT 時点のコー
ル・オプション価格を MS GARCHC − ， BSC とする．また，BS 公式による解析解を BSC とする．こ
れらを使って，コール・オプション価格を次のように計算する．
( ).T MS GARCH BS BSC C C Cϕ−= − −  （29）
上式の両辺の期待値をとると，
[ ] ( )
( )
T MS GARCH BS BS
MS GARCH BS BS
MS GARCH
E C E C C C







⎡ ⎤= − −⎣ ⎦
⎡ ⎤= − −⎣ ⎦




となり，左辺のシミュレーションで得られる TC の期待値は，MS-GARCH モデルからシミュレー
ションで計算される MS GARCHC − の期待値と等しいことが分かる．また，（29）式より， TC の分散
は次のように表される．
( ) ( ) ( ) ( )2 2 , .T MS GARCH BS MS GARCH BSVar C Var C Var C Cov C Cϕ ϕ− −= + −   











MS-GARCH モデルの誤差項が（９）式のように t 分布に従う場合には，手順[２]において標準
正規分布からではなく，自由度ν ，分散1に基準化された t 分布から{ }( ) ( ) ( )1 2 1, , , ni i iT T T iz z z τ+ + + =… を
                                                                                         
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
1 2 1 2
2 2
1 2
exp , exp ,
ln / / 2 ln / / 2
,
T T T T
T T
C S N d K r N d P S N d K r N d
S K r S K r
d d
τ τ
σ τ σ τ
σ τ σ τ
′ ′= − − = − + −
′ ′+ + + −= =











マルコフ・スイッチング GARCH モデルにおけるオプション価格の評価法 139
サンプリングすることになる．このサンプリングを行うには，まず，互いに独立な標準正規分布と
自由度ν の 2χ 分布からそれぞれ ( )itx と ( )itw をサンプリングして，
















GARCH モデルを仮定すると通常のスイッチングを含まない GARCH モデルや BS モデルのオプ
ション評価に比べてパフォーマンスが向上するのかどうかを検証する必要がある3．また，MS-
GARCH モデルとしては他に Klaassen（2002），Haas / Mittnik / Paolella（2004）があり，これら
のモデルとの比較も行う予定である．
参考文献
[１] Black, F. and M. Scholes（1973）, “The Pricing of Options and Corporate Liabilities,” Journal of Political
Economy, 81, pp.637-659.
[２] Bollerslev, T.（1986）, “Generalized Autoregressive Conditional Heteroskedasticity,” Journal of Econometrics, 31,
pp.307-327.
[３] Cai, J.（1994）, “A Markov Model of Switching-Regime ARCH,” Journal of Business & Economic Statistics, 12,
pp.309-316.
[４] Diebold, F. X.（1986）, “Modeling the Persistence of Conditional Variances: A Comment,” Econometric Reviews,
５, pp.51-56.
[５] Engle, R. F. (1982), “Autoregressive Conditional Heteroscedasticity with Estimates of the Variance of United
Kingdom Inflation,” Econometrica, 50, pp.987-1008.
                                
3 GARCH モデルによる日経 225 オプション価格に関する実証研究としては，三井（2000），三井 / 渡部（2003），渡部
（2003）がある．
経営論集　第66号（2005年11月)140
[６] Gray, S. F.（1996）, “Modeling the Conditional Distribution of Interest Rates as a Regime-Switching Process,”
Journal of Financial Economics, 42, pp.27-62.
[７] Hamilton, J. D.（1989）, “A New Approach to the Economic Analysis of Nonstationary Time Series and the
Business Cycle,” Econometrica, 57, pp.357-384.
[８] Hamilton, J. D. and R. Susmel（1994）, “Autoregressive Conditional Heteroskedasticity and Changes in Regime,”
Journal of Econometrics, 64, pp.307-333.
[９] Haas, M., S. Mittnik and M. S. Paolella（2004）, “A New Approach to Markov-Switching GARCH Models,”
Journal of Financial Econometrics, ２, pp.493-530.
[10] Klaassen, F.（2002）, “Improving GARCH Volatility Forecasts with Regime-Switching GARCH,” Empirical
Economics, 27, pp.363-394.
[11] Lamoureux, C. G. and W. D. Lastrapes（1990）, “Persistence in Variance, Structural Change, and the GARCH
Model,” Journal of Business & Economic Statistics, ８, pp.225-234.
[12] 三井秀俊（2000）, 「日経225オプション価格の GARCH モデルによる分析」, MPT フォーラム・日本
ファイナンス学会『現代ファイナンス』 No.７, pp.57-73.
[13] 三井秀俊・渡部敏明（2003）, 「ベイズ推定法による GARCH オプション価格付けモデルの分析」,日本
統計学会『日本統計学会誌』 第33巻, 第３号, pp.307-324.
[14] 渡部敏明（2003）, 「日経225オプションデータを使った GARCH オプション価格付けモデルの検証」,
日本銀行金融研究所『金融研究』 第22巻, 別冊第２号, pp.１-34.
（2005年９月28日受理）
